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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Intégration asymptotique de systémes
différentiels fonctionnels asymptotiquement autonomes. Note (*) de Ovide Arino ¢t Istvan
Gyori, présentée par Gustave Choquet.

A partir de théorémes de perturbation généraux, nous.déduisons un certain nombre de résultats classiques
concernant le comportement asymptotique de systémes différentiels retardés asymptotiquement autonomes. Nous
étendons également & de tels systémes un résultat d’intégration asymptotique établi antérieurement par P. Hartman
pour des systémes ordinaires. o :

ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS. — Asymptotic Integration of Functional Differential Systems
Asymptotically Autonomous. .

A number of classical results concerning the asympiotic behaviour of retarded differential systems which are
asymptotically autonomous are deducedfrom general perturbation theorems. We also extend to such systemsa result
of asymptotic integration previously proved by P. Hartman for ordinary systems. ,

PRESENTATION. — Le systéme différentiel (L) : dx/dt=A(t).x (1), dans lequel A (1) = A si
t— + o0, est une perturbation du systéme autonome (L) : dx/dt=A_.x(t). On peut
espérer que si la perturbation est suffisamment petite les propriétés du systéme (L) seront
proches de celles de (L) et — en particulier — que le comportement asymptotique des
solutions de (L) sera essentiellement déterminé par celui de (L) -

Des résultats de ce type ont été obtenus notamment par P. Hartman et A. Wintner [5]. Hls
sont répertoriés sous le terme d’intégration asymptotique. ' s

Pour les systémes différentiels retardés ou fonctionnels, le méme probléme se pose. I se
complique du fait de la nature du retard, de la maniére dont intervient la dépendanCé en t.
Ainsi les équations : SR ‘

dx

1) Et_-'—_p(t)(x(t)_x(t—r))’ ou restfixéetp(t)—0,1- o0,

2) fld—)tc=a.x(t—r(t)), ol r(t)—ry,, t— o,
présentent des difficultés et également des avantages sélectifs.

Ces équations ont été étudiées séparément et les résultats obtenus sur chacune, font jouer
des propriétés apparemment spécifiques ([1], [4]).

Dans le travail présenté ici, nous avons cherché & unifier ces résultats et a les faire
apparaitre comme applications de théorémes de perturbation' généraux.

Dans la suite de cette Note, nous énongons deux théorémes de perturbation pour des
systémes différentiels a retard et comme corollaires quelques uns des résultats qui sont
attachés a chacun d’eux.. : : 7

Les démonstrations et d’autres résultats sont développés dans une rédaction annexe :

Notations et hypothéses de base. — L’équation générale étudiée s’écrit :

(E) %— =F(t, x,), 121t
ouF :[ty, + ) x C, > R"; nest la dimension de I’espace des x; C,=C°([—r, 0], R"), restun
nombre positif (le retard maximum); x, est la translatée sur [—r, 0] de x/[t—r, 1.

F est supposée continue, ce qui assure pour toute donnée ¢ dans C,, I'existence d’une
solution x définie sur {7, —r, to+a), continue sur son domaine, dérivable sur [¢,, t,+a) et
telle que : x, = @.
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THEOREME A. — On suppose que F se décompose en une somme : F(t,9)=B(t,0)+P(¢, 0),

ou B et Pvérifient les propriétés précédentes et : (Hg) : B(t, ¢)=0, ce R" (nullité sur les
0

constantes) et il existe une fonction b (t, 5)20 telle que : lim sup j‘ b (t—s,5)ds<1

t— +o -r
et telle que pour toutes @,  dans C,, avec @, \ absolument continues, on ait :

0 d d\', )
IB(1, 9)—-B(1, V)| = f b, S)!a-s%P(S)— Es—(s)!ds"

(Hp) : il existe p(.)20, dans L (t,, +00), telle que, pour toutes ¢, \ dans C, on ait
[P(t, @)=P(t, V)| =p(1).| 90—V,
De plus : P(t, 0) est dans L.

Sous ces hypothéses, si x est une solution de (E), alors: lim x(¢)existe. De plus, le systéme
t—+w
est complet, i. e, : pour tout ce R”, il existe x, solution de (E), telle que lim x(¢)=c.
t—

REMARQUE A,. — Cet énoncé n’est pas le plus général possible. L’hypothése (Hg) pourrait
étre affinée en utilisant une condition donnée dans [1]. Le théoréme A étend notamment des
résultats de Svec [6], I. Gydri [3]. Il s’applique trivialement & I’équation (1).

. .

COROLLAIRE A,. — On suppose que (E) s’écrit : dx/dt="Y P,(t, x,) oii chaque P; vérifie une

i=1
condition du typr (H,) avec p(.) dans L%, 1£q,;<2; et si ¢;>1, P;(t, ¢}=0, ce R"; de plus
Z P.(t, 0)e L. Alors, on a les conclusions du théoréme A.

L’application aux équations du type (2) nécessite des transformations préalables : le
probléme posé ici est en fait celui de trouver des solutions de type exponentiel pour des
systémes asymptotiquement autonomes. :

COROLLAIRE A,. — On considére 'équation scalaire :
dx
E): —— = f—
(B) : 5 =ax(t-r(1),

otl r(t)=my+ o, (1), ®, (1) > 0. t — o0 et Pon suppose de plus :

(i) que Péquation caractéristique h—a.e M""—-0 a une racine réelle L, telle que:
0g.|ale ™ <1;

(i) que o, (.) est dans L2

Alors, il existe une fonction k(z) 7»0+8(t) e(t)-0, t— +oo telle que si x est une

solution de (E) on ait : :
lim [exp( [ As) ds)] x(2) existe.

t— ot

Cette limite est non nulle en dehors d’un sous-espace vectoriel fermé de codimension 1 de
I’espace des données. -

Si @, est absolument continue, et si sa dérivée est dans L?, avec 1Sp<2, alors :
3‘2
14k

e(t)y=~ o, (1) +h(1), h(.)eL?
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TutorEME B. — On suppose que le systéme (E) se décompose ainsi

gl);_ =L(t, x,)+M(t, y,),
(E) o

Y P, %)+ QU ),

ouL(t, ), M(¢, .), P(¢, .), Q(t, sont linéaires, avec

L (resp. P) : [£,, +0) xC, — R"(resp. R™),
M (resp. Q) : [to, +0)xC,, — R"(resp. R™),
IM(t, ) =m(1), |P@ )l=p(t), m pel’

de plus le systéme (L) : dx/dt=L(t, x,) est stable; et le systeme (Q): dy/dt—Q(t y,) est
exponentieilement stable.

Soit (x, y) une solution de (E). Alors : x est borné et y(f) - 0, = 0.

Si de plus les solutions de (L) convergent, il en est de méme des solutions de (E).

REMARQUE B. — (i) au lieu de supposer (L) stable, on peut faire une hypothése sur la
croissance asymptotique de | L (%, .)|; (ii) au lieu de m, p dans L2, on peut supposer me Lk,
pelX, (1/k)+(1/k)=1.

En fait, la démonstration du théoréme B ne présente pas de difficultés particulieres.
Pourtant, ce théoréme a une certaine efficacité puisque — moyennant des transformations —
il nous permet, en particulier, de démontrer une conjecture énoncée dans [4] :

COROLLAIRE B. — On considére le systéme (L,) : dx/dt=Ax(t)-4—L(l, x,), 0u A est une
matrice diagonale d coefficients 2 a 2 distincts, L(t, .) est linéaire et {L(z, .)|=1(¢) est dans
L2

Alors, il existe une fonction matricielle F(¢)=(F (1)), ot F;;(#) : C,([#,—, ) - R, est
linéaire, continue et telle que :

[F () e, qo-r, M - 0, t— o0,

et pour toute solution x de (L,), il existe ¢ dans R" et une fonction 0(¢) a valeurs dans R",
0(t) >0, t —» oo tels que :

x(t)=exp<f A(s)ds\] (c+6(t))+F(t) exp(f! A(s)ds').(c+9(.)),
J ot !

J o
o A(t)=A+diag{L(z, exp (A. N}

(*) Remise le 28 juin 1982.
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